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Mở đầu

Vào năm 2006, một loại đối đồng điều địa phương mới, đối đồng điều

địa phương hình thức, được giới thiệu bởi P. Schenzel. Cho I, J là iđêan

của R vàM là R-môđun. Ta kí hiệu C•x là phức Čech của R ứng với x =

x1, x2, . . . , xr trong đó J =
√

(x1, x2, . . . , xr)R. Bây giờ hệ ngược các

môđun {M/ItM}t∈N cảm sinh hệ ngược các phức {C•x⊗RM/ItM}t∈N.
Môđun đối đồng điều địa phương I-hình thức thứ i của M ứng với J

được kí hiệu bởi F i
I,J(M), và định nghĩa như sau

F i
I,J(M) := Hi(lim←−

t

(C•x ⊗R M/ItM)).

Trong trường hợp (R,m) là vành địa phương, J = m và M là R-môđun

hữu hạn sinh, môđun đối đồng điều địa phương hình thức, được kí hiệu

ngắn ngọn là F i
I(M), đẳng cấu với giới hạn ngược của các môđun đối

đồng điều địa phương Grothendieck

F i
I(M) ∼= lim←−

t

Hi
m(M/ItM)

Trước đó, khái niệm này đã đưa ra đầu tiên bởi Peskine và Szpiro trong

[14] nhằm khảo sát tính triệu tiêu của môđun đối đồng điều địa phương

trên vành chính quy nhưng nó không được nhiều người biết đến. Phải

đến khi bài báo [11] của P. Schenzel được xuất bản, lý thuyết này mới

chính thức được biết đến và thu hút sự quan tâm của nhiều nhà toán

học. Cụ thể, vào năm 2011, trong [1], Asgharzadeh và Divaani-Aazar

đã bổ sung các kết quả về môđun đối đồng điều địa phương hình thức
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liên quan đến các tính chất hữu hạn và bậc hình thức. Đặc biệt, dựa

vào bậc hình thức nhóm tác giả đã đưa ra tiêu chuẩn về tính Cohen-

Macaulay của môđun trên vành giao hoán và xây dựng một chặn trên

cho chiều đối đồng điều. Trong [3], Chu dựa trên các công trình trên để

tiếp tục nghiên cứu về cấu trúc và tính Coartin của môđun đối đồng

điều địa phương hình thức. Ngoài ra, Chu còn khảo sát về môđun đối

đồng điều địa phương hình thức thứ 0. Nói chung môđun đối đồng điều

địa phương hình thức không hữu hạn sinh. Trong [12] Yan nghiên cứu

về tính Artin của các môđun này.

Xuyên suốt luận án, chúng tôi luôn giả sử R là vành Nơte giao hoán

không tầm thường. Nội dung luận án bao gồm 6 chương: trong đó

Chương 1 trình bày những định nghĩa và định lý quan trọng về môđun

đối đồng điều địa phương Grothendieck và môđun đối đồng điều địa

phương hình thức. Các chương 2, 3, 4 và 5 trình bày nội dung chính

của luận án. Chương 6 tổng hợp các kết quả chính và đưa ra các bàn

luận.

Trong chương 2, chúng tôi nghiên cứu về tính Artin, tập iđêan nguyên

tố đối liên kết, tập đối giá và một số kết quả liên quan đến phạm trù

con Serre của môđun đối đồng điều địa phương hình thức trên vành địa

phương (R,m). Đầu tiên, chúng tôi khảo sát về môđun đối đồng điều

địa phương hình thức bậc cao F l
I(M) trong đó l = dimRM/IM . Đây

là bước quan trọng để giải quyết vấn đề sau:

Vấn đề 1: Xác định số nguyên i lớn nhất sao cho F i
I(M) không

Artin.

Chúng ta biết rằng, với M là R-môđun hữu hạn sinh, môđun đối

đồng điều địa phương bậc cao HdimM
m (M) luôn luôn Artin. Tuy nhiên,

kết quả tương tự không đúng cho môđun đối đồng điều địa phương
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hình thức. Để giải quyết Vấn đề 1, chúng tôi xét đồng cấu tự nhiên

pin : F i
I(M) = lim←−

t

Hi
m(M/ItM)−→Hi

m(M/InM).

Định lý 2.1.5 chỉ ra rằng F i
I(M) là Artin khi và chỉ khi Kerpin =

Kerpin+1 với mọi số nguyên đủ lớn n ∈ N. Điều này giúp ta xây dựng

điều kiện tương đương để F l
I(M) là môđun Artin. Cho M là R-môđun

hữu hạn sinh sao cho M ̸= IM, ta có F l
I(M) là Artin khi và chi khi

l > dimR(M/IM) trong đó M = M/H0
I (M). Từ đó, ta có

dimR(M/IM) = sup{i ∈ Z | F i
I(M) không Artin}

với M ̸= IM .

Tiếp nối Vấn đề 1, với t là một số nguyên, Asgharzadeh và Divaani-

Aazar trong [1] đã chứng minh rằng nếu F i
I(M) là Artin với mọi i lớn

hơn t thì F t
I(M)/IF t

I(M) cũng Artin. Hệ quả là tập iđêan nguyên tố

đối liên kết

CoassR(F t
I(M)) ∩ V (I)

là tập hữu hạn. Lưu ý, vì F i
I(M) = 0 nên nó là môđun Artin với mọi

i > dimR(M/IM). Từ đây chúng tôi đặt ra và giải quyết vấn đề sau

Vấn đề 2: Mô tả tập hữu hạn CoassR(F l
I(M)) ∩ V (I), trong đó

l = dimR(M/IM).

Ngoài ra, trong chương 2, chúng tôi còn đưa ra các kết quả về môđun

đối đồng điều địa phương hình thức liên quan đến phạm trù con Serre.

Nội dung của chương 3 tập trung khảo sát tính triệt tiêu và không

triệt tiêu của môđun đối đồng điều địa phương hình thức. Cụ thể chúng

tôi quan tâm đến vấn đề sau

Vấn đề 3: Tìm mối liên hệ giữa tính triệt tiêu của môđun F i
I(M) và

sự tương đương của một số tôpô tuyến tính.
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Động lực của Vấn đề trên nằm ở kết quả sau. Trong [11], P. Schenzel

đã chứng minh rằng trong trường hợp R là vành Gorenstein ta có đẳng

cấu

F i
I(R) ∼= HomR(H

dimR−i
I (R), E(R/m)).

Khi đó F0
I (R) đẳng cấu với đối ngẫu Matlis của môđun đối đồng điều

địa phương HdimR
I (R). Tính triệt tiêu của môđun HdimR

I (R) được miêu

tả trong Định lý Lichtenbaum-Hartshorne, một định lý vô cùng quan

trọng trong lý thuyết đối đồng điều địa phương. Hiện có ít nhất hai

chứng minh khác nhau cho Định lý Lichtenbaum-Hartshorne ([4, 3.1],

[14, III, 3.1]). Tuy nhiên, tất cả chứng minh này đều có một điểm

chung, đó là so sánh sự tương đương của một số tôpô iđêan trên vành

địa phương đầy đủ thông qua Định lý Chevalley. Từ góc nhìn này, ta

thấy rằng tính triệt tiêu của F0
I (R) liên quan đến bài toán so sánh các

tôpô tuyến tính.

Một trong những bước cần thiết để giải quyết Vấn đề 3 chính là mở

rộng Định lý Chevalley. Hướng mở rộng của chúng tôi dựa vào kết quả

sau: Cho M là R-môđun, xét hai dãy giảm các R-môđun con của M ,

kí hiệu là {Hn}n∈N và {Kn}n∈N, sao cho Hn ⊆ Kn. Hơn nữa, giả sử

hệ ngược {Kn/Hn}n∈N thoả mãn điều kiện Mittag-Leffler. Chúng tôi

chứng minh rằng lim←−n
Kn/Hn = 0 khi và chỉ khi, với mọi n, tồn tại số

nguyên s(n) sao cho Ks(n) ⊆ Hn. Khi đó, giới hạn ngược lim←−n
Kn/Hn

đóng vai trò là điều kiện cho sự tương đương của các tôpô tuyến tính

định nghĩa bởi {Hn}n∈N và {Kn}n∈N. Lưu ý rằng, khi xét Hn = In

và Kn = In :R ⟨m⟩, ta có lim←−n
Kn/Hn đẳng cấu với đối đồng điều địa

phương hình thức của R

Trong chương 4, chúng tôi tập trung khảo sát các môđun đối đồng

điều địa phương hình thức ứng với iđêan không tối đại. Trong [11, 3.2],
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P. Schenzel đã chứng minh rằng tồn tại một dãy khớp ngắn

0−→ lim←−
t

1Hi−1
J (M/ItM)−→F i

I,J(M)−→ lim←−
t

Hi
J(M/ItM)−→ 0

với mọi i ∈ Z. Đặc biệt, nếu R là vành địa phương với iđêan tối đại m

và J = m, thì ta có đẳng cấu

F i
I,m(M) ∼= lim←−

t

Hi
m(M/ItM),

trong đó M là R-môđun hữu hạn sinh. Đáng lưu ý rằng hầu hết các

công trình hiện tại về đối đồng điều địa phương hình thức đều xoay

quanh trường hợp này. Quan sát dãy khớp ngắn trên, ta thấy việc khảo

sát F i
I,J(M) trong trường hợp J không tối đại là rất khó khăn vì ta

phải hiểu về lim←−
1
t
Hi−1

J (M/ItM). Do đó, vấn đề sau được quan tâm

trong Luận án của chúng tôi.

Vấn đề 4: Nghiên cứu các tính chất của môđun đối đồng điều địa

phương hình thức F i
I,J(M) trong trường hợp J không phải là iđêan

tối đại.

Kỹ thuật chính được chúng tôi sử dụng trong chương này là hàm tử

biến đổi iđêan. Chúng tôi nghiên cứu và sử dụng các hàm tử dẫn xuất

của tích DJΓI để giải quyết Vấn đề 4. Các hàm tử Ri(DJΓI) giúp

chúng ta khảo sát các đồng cấu Hi
J(M)→ Hi

I(M) thông qua dãy khớp

dài

. . .−→Hi
J(M)−→Hi

I(M)−→Ri(DJΓI)(M)−→ . . . ,

một trong những kết quả chính của chương 4.

Nội dung chính của chương 5 là giới thiệu một mở rộng của khái

niệm môđun đối đồng điều địa phương hình thức, mà chúng tôi gọi là

môđun đối đồng địa phương suy rộng hình thức. Cụ thể, cho M,N
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là các R-môđun hữu hạn sinh và I là iđêan của vành địa phương

(R,m). Ta xét hệ ngược các môđun đối đồng điều địa phương suy

rộng {Hi
m(M,N/ItN)}t∈N. Chúng tôi kí hiệu giới hạn ngược của hệ

trên là

F i
I(M,N) := lim←−

t

Hi
m(M,N/ItN)

và gọi là môđun đối đồng điều địa phương suy rộng I-hình thức thứ i

của M và N . Đáng chú ý rằng khái niệm này thực sự là một mở rộng

của đối đồng điều địa phương hình thức [11]. Trong trường hợp đặc

biệt khi M = R, môđun đối đồng điều địa phương suy rộng hình thức

trùng với môđun đối đồng điều địa phương hình thức gốc. Hơn nữa, nếu

SuppR(N) ⊆ V (I) thì lim←−t
Hi

m(M,N/ItN) ∼= Hi
m(M,N). Môđun thứ

hai trong đẳng cấu trên được gọi là môđun đối đồng điều địa phương

suy rộng, được đưa ra đầu tiên bởi J. Herzog [15].

Vấn đề 5: Khảo sát một cách hệ thống các tính chất của môđun đối

đồng điều địa phương suy rộng hình thức F i
I(M,N).

Trong trường hợp vành địa phương (R,m) là vành thương của vành

Gorenstein (R′,m′), P. Schenzel đã xây dựng các đẳng cấu

lim←−
t

Hi
m(M/ItM) ∼= HomR(H

n−i
IR′ (M,R′), E(R/m))

Ở đây,M được xem là R′-môđun, và E(R/m) kí hiệu cho bao nội xạ của

trường thặng dư. Hệ quả, ta thấy rằng môđun đối đồng điều địa phương

hình thức F i
I(M) đẳng cấu với đối ngẫu Matlis của Hn−i

IR′ (M,R′). Với

quan sát này, Vấn đề 5 trở nên thú vị vì nó mở rộng cả các khái niệm

đối đồng điều địa phương suy rộng và đối đồng điều địa phương hình

thức.
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1 Kiến thức chuẩn bị

Trong chương đầu tiên của luận án, chúng tôi hệ thống lại một số khái

niệm, ký hiệu và kết quả cần thiết được sử dụng nhiều trong các chương

sau. Các nội dung chúng tôi trình bày gồm hai phần. Phần đầu chúng

tôi nhắc lại khái niệm đối đồng điều địa phương Grothendieck cùng các

định lý liên quan. Phần thứ hai sẽ trình định nghĩa môđun đối đồng

điều địa phương hình thức của Schenzel cùng các kết quả quan trọng.
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2 Một số kết quả về môđun
đối đồng điều địa phương
hình thức

Trong suốt chương này, (R.m) là vành Nơte địa phương giao hoán với

đơn vị không tầm thường. Tổng quát, môđun đối đồng điều địa phương

hình thức F i
I(M) không hữu hạn sinh. Ở đây, chúng tôi nghiên cứu tính

Artin của F i
I(M). Hơn nữa, chúng tôi còn khảo sát tập iđêan nguyên

tố đối liên kết của F i
I(M) và đưa ra một số kết quả liên quan đến phạm

trù con Serre. Các kết quả trong mục 2.2 và 2.3 được công bố trong [7].

2.1 Tính Artin

Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Cho i ∈ Z và n ∈ N. Ta xét đồng

cấu tự nhiên

pin : F i
I(M) = lim←−

t

Hi
m(M/ItM)−→Hi

m(M/InM).

Đặt Ki
n = Kerpin. Khi đó {Ki

n}n∈N lập thành dãy giảm các môđun con

của F i
I(M).

Định lý 2.1.3. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh với l = dimM/IM.

Khi đó đồng cấu

pln : F l
I(M) = lim←−

t

H l
m(M/ItM)−→H l

m(M/InM)
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là toàn cấu với mọi n ∈ N. Đặc biệt, ta có đẳng cấu

F l
I(M)/K l

n
∼= H l

m(M/InM)

với mọi n ∈ N.

Tiếp theo chúng ta cố gắng chỉ ra điều kiện để F l
I(M) là môđun

Artin. Đặt M = M/H0
I (M) và l = dimM/IM.

Định lý 2.1.5. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó F i
I(M)

Artin khi và chỉ khi dãy giảm các môđun {Ki
n}n∈N dừng.

Hệ quả 2.1.10. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Giả sử rằng

M ̸= IM . Khi đó

dimM/IM = sup{i ∈ Z : F i
I(M) không Artin}.

Chú ý rằng, nếu M = IM thì F i
I(M) là Artin với mọi i ∈ Z. Do đó

sup{i ∈ Z : F i
I(M) không Artin} =∞.

2.2 Tập đối giá, tập iđêan nguyên tố đối

liên kết

Định nghĩa 2.2.1 ([5]). Cho S là tập đóng nhân của R và M là

R-môđun. Đối địa phương của M ứng với S được định nghĩa là môđun

HomR(RS,M).

Theo [5] ta định nghĩa CosR(M) của R-môđun M là

CosR(M) = {p ∈ Spec(R) | HomR(Rp,M) ̸= 0}.
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Định lý 2.2.2. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó

CosR(F i
I(M)) ⊆

⋃
n>0

CosR(H
i
m(M/InM))

với mọi i ∈ Z. Đặc biệt, nếu i > dim(M/IM) với M = M/H0
I (M)

thì tồn tại số nguyên c sao cho

CosR(F i
I(M)) =

⋃
n≥c

CosR(H
i
m(M/InM)).

Hệ quả 2.2.4. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Đặt l = dimM/IM .

Khi đó CosR(F l
I(M)) = SuppR(M) ∩ V (I).

Định lý 2.2.5. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh với l = dimM/IM.

Khi đó

CoassR(F l
I(M)) ∩ V (I) = {p ∈ AssR(M/IM) | dimR/p = l}.

2.3 Các phạm trù con Serre

Trong suốt mục này, S kí hiệu cho phạm trù con Serre của phạm trù

các R-môđun, nghĩa là S đóng dưới các phép lấy môđun con, môđun

thương và mở rộng. Hơn nữa, cho T1, T2 là phạm trù con Serre của

phạm trù các R-môđun chứa tất cả các R-môđun Artin.

Định lý 2.2.3. Cho M và N là các R-môđun hữu hạn sinh với

SuppR(N) ⊆ V (I). Cho t là số nguyên không âm sao cho F i
I(M) ∈

T1 với mọi i < t và L là môđun con của F t
I(M) sao cho Ext1R(N,L) ∈

T2. Hơn nữa, giả sử rằng Ext1R(R/I,B) ∈ T2 với mọi B ∈ T1. Khi

đó HomR(N,F t
I(M)/L) ∈ T2.

Hệ quả 2.3.7. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và t là số nguyên

không âm. Khi đó, các mệnh đề sau tương đương.
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(i) F i
I(M) là I-minimax với mọi i < t.

(ii) F i
I(M) là I-minimax và TorRj (R/I,F i

I(M)) là Artin với mọi i <

t và j ∈ Z,

(iii) Tồn tại số nguyên dương t sao cho F i
I(M)/0 :F i

I(M) In là I-

minimax với mọi i < t.

Hệ quả, nếu F i
I(M) là I-minimax với mọi i < t thì HomR(R/I,F t

I(M))

là Artin.

Định lý 2.3.9. Cho M,N là các môđun hữu hạn sinh với SuppR(N) ⊆
V (I). Cho t là số nguyên không âm sao cho F i

I(M) ∈ T1 với mọi

i > t và L là môđun con của F t
I(M) sao cho TorR1 (N,F t

I(M)/L) ∈
T2. Hơn nữa, giả sử TorR1 (R/I,B) ∈ T2 với mọi B ∈ T1. Khi đó

N ⊗R L ∈ T2.

Hệ quả 2.3.12. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và t là số nguyên

không âm. Các mệnh đề sau tương đương

(i) F i
I(M) là minimax với mọi i > t.

(ii) F i
I(M) là minimax và TorRj (R/I,F i

I(M)) là Artin với mọi i > t

và j ∈ Z.

(iii) Tồn tại số nguyên dương n sao cho InF i
I(M) là minimax với

mọi i > t.

Hệ quả, nếu F i
I(M) là minimax với mọi i > t thì F t

I(M)/IF t
I(M)

là Artin.
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3 Đối đồng điều địa phương
hình thức và sự tương
đương các tôpô iđêan

Trong chương này, R kí hiệu cho vành Nơte giao hoán. Chúng tôi nghiên

cứu về tính triệt tiêu và không triệt của môđun đối đồng điều địa

phương hình thức. Các kết quả này được dựa trên các dạng mở rộng

của Định lý Chevalley trên vành địa phương đầy đủ. Các kết quả đạt

đều mới và được công bố trong [9].

3.1 Các dạng mở rộng của Định lý Cheval-

ley

Đầu tiện, chúng tôi sẽ trình bày một định lý quan trọng sau. Đây là ý

tưởng chính để chúng tôi so sánh các tôpô iđêan.

Định lý 3.1.2. Cho M là R-môđun. Cho {Hn}n∈N và {Kn}n∈N là

hai dãy giảm các môđun con của M sao cho Hn ⊆ Kn với mọi n.

Nếu hệ ngược {Kn/Hn}n∈N thoả tiêu chuẩn Mittag-Leffler thì các

mệnh đề sau tương đương.

(i) lim←−n
Kn/Hn = 0.

(ii) Đồng cấu tự nhiên lim←−n
M/Hn → lim←−n

M/Kn là đẳng cấu.
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(iii) Với mọi n, tồn tại số nguyên s(n) sao cho Ks(n) ⊆ Hn.

Kết quả sau đây là một phiên bản của Định lý 3.1.2 cho trường hợp

M là R-môđun hữu hạn sinh.

Hệ quả 3.1.4. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Cho {Hn}n∈N
và {Kn}n∈N là hai dãy giảm các môđun con của M sao cho Hn ⊆
Kn với mọi n. Giả sử rằng tồn tại số nguyên n đủ lớn sao cho

AssR(Kn/Hn) không phụ thuộc vào giá trị n và mỗi iđêan nguyên

tố liên kết của Kn/Hn đều là tối tiểu. Đặt A∗ là tập iđêan nguyên

tố liên kết ổn định. Các mệnh đề sau tương đương

(i) lim←−n
(Kn ⊗R Rp/Hn ⊗R Rp) = 0 với mọi p ∈ A∗.

(ii) Với n bất kỳ, tồn tại số nguyên s(n) sao cho Ks(n) ⊆ Hn.

Định lý 3.1.6. Cho (R,m) là vành địa phương đầy đủ và M là

R-môđun hữu hạn sinh. Kí hiệu {Hn}n∈N và {Kn}n∈N là hai dãy

giảm các môđun con của M sao cho Hn ⊆ Kn. Nếu hệ ngược

{Kn/Hn}n∈N thoả mãn tiêu chuẩn Mittag-Leffler, thì các mệnh đề

sau tương đương.

(i) lim←−n
Kn/Hn = 0.

(ii)
⋂

n∈NHn =
⋂

n∈NKn.

(iii) Với n bất kì, tồn tại số nguyên s(n) sao cho Ks(n) ⊆ Hn.

Hệ quả 3.1.12. Cho (R,m) là vành địa phương đầy đủ với tôpô

m-adic. Cho M là R-môđun compact tuyến tính nửa rời rạc. Cho

{Ui}i∈I là cơ sở lân cận tại không điểm của M chứa các môđun

con. Giả sử rằng {Vj}j∈J là họ các môđun con của M sao cho⋂
j∈J Vj = 0 với mỗi cặp Vj, Vk tồn tại Vl sao cho Vl ⊆ Vj ∩ Vk. Khi

đó với mọi i ∈ I, tồn tại j(i) ∈ J sao cho Vj(i) ⊆ Ui.
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3.2 Đối đồng điều địa phương hình thức

và dãy lọc chiều

Định lý 3.2.1. Cho I là iđêan của R và M là R-môđun hữu hạn

sinh. Các mệnh đề sau là tương đương.

(i) F0
I (M) = 0.

(ii) dimR̂/(IR̂, p) > 0 với mọi p ∈ Ass
R̂
(M̂).

(iii) Với mọi n, tồn tại số nguyên s(n) sao Is(n)M :M ⟨m⟩ ⊆ InM .

Nhận xét 3.2.2. (i) Theo định lý trên, môđun đối đồng điều địa

phương hình thức thứ 0 triệt tiêu khi và chỉ khi tôpô tuyến tính cảm

sinh bởi {InM :M ⟨m⟩}n∈N tương đương với tôpô I-adic trên môđun

hữu hạn sinh M .

(ii) Ở đây, ta có góc nhìn khác về môđun InM :M ⟨m⟩. Với mỗi số

tự nhiên n, môđun InM :M ⟨m⟩/InM chính là môđun con lớn nhất

của môđun M/InM sao cho nó có chiều nhỏ hơn bằng 0. Thật vậy,

với N là môđun con của M chứa InM sao cho dimN/InM ≤ 0. Khi

đó N/InM là môđun m-xoắn. Tức là với mỗi x ∈ N tồn tại số tự

nhiên s sao cho msx ⊆ InM , nói cách khác x ∈ InM :M ⟨m⟩. Do đó

N ⊆ InM :M ⟨m⟩.

Phần (ii) trong nhận xét 3.2.2 dẫn ta đến khái niệm lọc chiều được

nghĩa bởi Schenzel (xem [10]).

Bây giờ, cho I là iđêan của vành địa phương (R,m). Đặt d :=

dimR(M/IM). Lưu ý rằng dimR(M/InM) = d với mọi số tự nhiên

n. Khi đó, với mọi n và 0 ≤ i ≤ d, ta đặt M I,n
i là môđun con chứa

InM của M sao cho M I,n
i /InM là môđun con lớn nhất của M/InM
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sao cho dimR(M
I,n
i /InM) ≤ i. Dễ dàng thấy {M I,n

i /InM}0≤i≤d là dãy
lọc chiều của môđun thương M/InM .

Định lý 3.2.4. Cho I là iđêan của R và M là R-môđun hữu hạn

sinh. Đặt d := dimR(M/IM). Giả sử 0 ≤ t ≤ d là số nguyên nhỏ

nhất sao cho tôpô tuyến tính cảm sinh bởi {M I,n
t }n∈N không tương

đương với tôpô I-adic. Khi đó F t
I(M) ̸= 0.
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4 Đối đồng điều địa phương
hình thức ứng với iđêan
không tối đại

Nội dung chính của chương này xoay quanh bài toán khảo sát các

môđun F i
I,J(M) trong trường hợp J không là iđêan tối đại. Trong quá

trình giải quyết vấn đề trên, chúng tôi tìm được một kỹ thuật mới về

đối đồng điều địa phương. Đó là sử dụng các hàm tử dẫn xuất phải của

tích biến đổi iđêan DJ và hàm tử xoắn ΓI . Một phần kết quả trong

chương này được công bố trong [8].

4.1 Biến đổi iđêan và đối đồng điều địa

phương

Định lý 4.1.3. Cho I, J là các iđêan của R và i là số nguyên.

Khi đó hàm tử dẫn xuất phải Ri(DJΓI) tương đương tự nhiên với

lim−→n
lim−→m

ExtiR(J
m/InJm,□). Do đó, tồn tại đẳng cấu

Ri(DJΓI)(M) ∼= lim−→
n

lim−→
m

ExtiR(J
m/InJm,M)

với mọi R-môđun M .

Định lý 4.1.7. Cho I, J là các iđêan của R, và M là R-môđun.
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Đặt

s = sup{dimRp
Mp : p /∈ V (J)}.

Khi đó Ri(DJΓI)(M) = 0 với mọi i > s.

Bổ đề 4.1.8. Cho I, J là các iđêan của R. Cho x ∈ R là phần tử

chính quy J-lọc của R-môđun M . Khi đó tồn tại dãy khớp dài

. . .−→Ri(DJΓI)(M)
x−→Ri(DJΓI)(M)−→Ri(DJΓI)(M/xM)−→ . . .

Định lý 4.1.9. Cho M là R-môđun. Khi đó, với t > 0, các mệnh

đề sau tương đương.

(i) Ri(DJΓI)(M) = 0 với mọi i < t.

(ii) Hi
I(M) là J-xoắn với mọi i < t.

Nếu M là môđun hữu hạn sinh thì (i) và (ii) tương đương với

(iii) I chứa M-dãy chính quy J-lọc có độ dài t.

Định lý 4.1.9. Cho I, J là các iđêan của R. Khi đó, với mỗi R-

môđun M , tồn tại dãy khớp dài

. . .−→Hi
J(M)−→Hi

I∩J(M)−→Ri(DJΓI)(M)−→ . . .

Hệ quả 4.1.13. Cho I, J là các iđêan của R. Cho M là R-môđun.

Đặt s = sup{dimRp
Mp : p /∈ V (J)}. Khi đó Hi

J(M) ∼= Hi
I∩J(M) với

mọi i > s+ 1 và Hs+1
J (M)→ Hs+1

I∩J (M) là toàn cấu.

Định lý 4.1.15. Cho (R,m) là vành địa phương và I là iđêan của

R. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó, với t > 0, các mệnh

đều sau tương đương.

(i) Ri(DmΓI)(M) = 0 với mọi i < t.

(ii) Hi
I(M) là Artin với mọi i < t.

(iii) I chứa M-dãy chính quy m-lọc có độ dài t.
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4.2 Đối đồng điều địa phương hình thức

thứ 0

Mệnh đề 4.2.1. Cho M là R-môđun. Khi đó

F0
I,J(M) ∼= lim←−

t

H0
J(M/ItM).

Định lý 4.2.3. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Giả sử R đầy

đủ trong tôpô I-adic. Khi đó tồn tại đẳng cấu

F0
I,J(M) ∼=

⋂
t∈N

(ItM :M ⟨J⟩).

Hệ quả 4.2.4. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Giả sử R là đầy

đủ I-adic. Khi đó các mệnh đề sau tương đương.

(i) F0
I,J(M) = 0.

(ii) Với mỗi iđêan nguyên tố p ∈ AssR(M), ta có Jm ⊈ I + p với

mọi số nguyên m.

Hơn nữa, nếu (R,m) là vành địa phương đầy đủ thì (i) và (ii)

tương đương với

(iii) Với mọi t, tồn tại số nguyên s(t) sao cho Is(t)M :M ⟨J⟩ ⊆ ItM .

4.3 Các đẳng cấu và dãy khớp

Ta bắt đầu mục này bằng nhận xét sau về độ sâu lọc.

Hệ quả 4.3.3. Cho (R,m) là vành Nơte địa phương. Cho I, J là các

iđêan của R và M là R môđun hữu hạn sinh. Khi đó f-depthJ(M/InM)

mang giá trị ổn định với n đủ lớn.Ta kí hiệu giá trị ổn định này là

f-depth∗J(I,M).
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Hệ quả 4.3.4. Cho (R,m) là vành Nơte địa phương. Cho I, J là

các iđêan của R và M là R môđun hữu hạn sinh. Khi đó

F i
I,J(M) ∼= lim←−

t

Hi
J(M/ItM)

với mọi i ≤ f-depth∗J(I,M).

Định lý 4.3.14. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Cho I, J là các

iđêan của R. Chọn x ∈ R là phần tử chính quy J-lọc của M/InM

với mọi n đủ lớn. Khi đó tồn tại dãy khớp dài

0 −→ ΛI(0 :M x) −→ F0
I,J(M)

x−→ F0
I,J(M)

−→ F0
I,J(M/xM) −→ F1

I,J(M)
x−→ F1

I,J(M)

−→ F1
I,J(M/xM) −→ . . .

4.4 Tính triệt tiêu

Mệnh đề 4.4.1. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Khi đó F i
I,J(M) =

0 với mọi i > dimM/IM .

Định lý 4.4.4. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh. Đặt d = dim(M/IM).

Khi đó các mệnh đề sau là tương đương.

(i) Fd
I,J(M) = 0.

(ii) Với mỗi iđêan nguyên tố P ∈ Ass
R̂
(M̂/IM̂), sao cho dimR̂/P =

d, ta có dimR̂/(IR̂ + P ) > 0.
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5 Đối đồng điều địa phương
suy rộng hình thức

Trong chương này, (R,m) kí hiệu cho vành Nơte địa phương giao hoán

với đơn vị khác không. Chúng tôi giới thiệu một mở rộng của khái niệm

môđun đối đồng điều địa phương hình thức, mà chúng tôi gọi là môđun

đối đồng địa phương suy rộng hình thức.

5.1 Định nghĩa và các tính chất cơ bản

Cho I, J là các iđêan của vành địa phương Nơte (R,m). Giả sử rằng

J =
√

(x1, . . . , xr)R. Kí hiệu Cx là phức Čech của vành R ứng với

x = x1, . . . , xr. Nếu M là R-môđun hữu hạn sinh thì tồn tại phép

giải tự do F• của M sao cho các R-môđun tự do Fi(i = 0, 1, . . .) đều

hữu hạn sinh. Với mọi R-môđun N, ta có song phức C•• = {Cpq} với
Cpq = HomR(Fq, C

p
x ⊗R N). Khi đó ta xây dựng được phức toàn phần

Tot(C••) của song phức C•• = {Cpq} định nghĩa bởi

Tot(C••)i = ⊕
p+q=i

Cpq = ⊕
p+q=i

HomR(Fq, C
p
x ⊗R N).

Bây giờ hệ ngược các môđun {N/ItN}t∈N cảm sinh hệ ngược các phức

toàn phần {Tot(C••t )}t∈N trong đó

Tot(C••t )i = ⊕
p+q=i

HomR(Fq, C
p
x ⊗R N/ItN).
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Định nghĩa 5.1.1. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và N là R-

môđun tuỳ ý. Môđun đối đồng điều địa phương suy rộng I-hình thức

thứ i, F i
I,J(M,N), của M và N ứng với iđêan J được định nghĩa bởi

F i
I,J(M,N) = Hi(lim←−Tot(C••t )).

Trong trường hợp J = m, F i
I,m(M,N) được gọi là môđun đối đồng điều

địa phương suy rộng I-hình thức và kí hiệu ngắn gọn là F i
I(M,N).

Nếu M = R thì môđun đối đồng điều địa phương suy rộng I-hình

thức thứ i trùng với môđun đối đồng điều I-hình thức (Xem [11]).

Định lý 5.1.2. Cho M là R-môđun hữu hạn sinh và N là R-môđun

tuỳ ý. Tồn tại dãy khớp ngắn các môđun và các đồng cấu

0−→ lim←−
t

1Hi−1
J (M,N/ItN)−→F i

I,J(M,N)−→ lim←−
t

Hi
J(M,N/ItN)−→ 0

với mọi i ∈ Z. Trong trường hợp J = m và N hữu hạn sinh, dãy

khớp trên cảm sinh đẳng cấu

F i
I(M,N) ∼= lim←−

t

Hi
m(M,N/ItN)

với mọi số nguyên i.

Định lý 5.1.8. Cho 0 → A → B → C → 0 là dãy khớp ngắn các

R-môđun hữu sinh. Với M là R-môđun hữu hạn sinh và I là iđêan

của vành R, ta có dãy khớp dài

. . .−→F i
I(M,A)−→F i

I(M,B)−→F i
I(M,C)−→ . . . .
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5.2 Tính triệt tiêu của môđun đối đồng

điều địa phương suy rộng hình thức

Trong mục này, chúng ta nghiên cứu tính triệt tiêu của các môđun đối

đồng điều địa phương suy rộng hình thức.

Mệnh đề 5.2.1. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh với r =

pdM <∞ và d = dimN/IN . Khi đó F i
I(M,N) = 0 với mọi i > r+d.

Định lý 5.2.4. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh sao cho

pdM <∞. Khi đó F i
I(M,N) = 0 với mọi i < fgradeI(N).

Định nghĩa 5.2.5. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh và I

là iđêan của R. Chiều đối đồng điều địa phương suy rộng hình thức

fcdI(M,N) được định nghĩa như sau

fcdI(M,N) = sup{i ∈ Z : F i
I(M,N) ̸= 0}.

Bậc hình thức fgradeI(M,N) của hai môđun M,N ứng với iđêan I là

số nguyên xác định bởi

fgradeI(M,N) = inf{i ∈ Z : F i
I(M,N) ̸= 0}.

Định lý 5.2.8. Cho M,N,L là các R-môđun hữu hạn sinh sao cho

pdM <∞ và SuppRL ⊆ SuppRN . Khi đó fcdI(M,L) ≤ fcdI(M,N).

5.3 Tính Artin của môđun đối đồng điều

địa phương suy rộng hình thức

Nội dung chính của mục này trình bày các kết quả về tính Artin của

môđun đối đồng điều địa phương suy rộng hình thức.
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Định lý 5.3.2. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh sao cho

pdM < ∞. Cho t là số nguyên sao cho F i
I(M,N) Artin với mọi

i > t và L là R-môđun hữu hạn sinh sao cho I ⊆ AnnR(L). Khi đó

F t
I(M,N)⊗R L Artin.

Định lý 5.3.4. Cho M,N là các môđun hữu hạn sinh sao cho

pdM < ∞. Cho t là một số nguyên tuỳ ý. Các mệnh đề sau tương

đương.

(i) F i
I(M,N) Artin với mọi i > t.

(ii) F i
I(M,N) I-ổn định với mọi i > t.

(iii) F i
I(M,N) biểu diễn được với mọi i > t.

(iv) I ⊆
√

AnnRF i
I(M,N) với mọi i > t.

5.4 Môđun đối đồng điều địa phương

suy rộng hình thức bậc cao

Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh với r = pdM < ∞ và d =

dimN/IN . Cho i ∈ Z và n ∈ N. Chúng ta xét các đồng cấu tự nhiên

pin : F i
I(M,N) = lim←−

t

Hi
m(M,N/ItN)−→Hi

m(M,N/InN).

Đặt Ki
n = Kerpin. Ta có {Ki

n}n∈N là dãy giảm các môđun con của

F i
I(M,N).

Định lý 5.4.2. Cho M,N các R-môđun hữu hạn sinh với r =

pdM <∞ và d = dimN/IN . Khi đó ta có đẳng cấu

Fr+d
I (M,N)/Kr+d

n
∼= Hr+d

m (M,N/InN)

với mọi n ∈ N.
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Hệ quả 5.4.4. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh với r =

pdM < ∞ và d = dimN/IN > 0. Nếu Fr+d
I (M,N) khác không thì

nó không hữu hạn sinh.

Định lý 5.4.6. Cho M,N là các R-môđun hữu hạn sinh với r =

pdM <∞ và d = dimN/IN . Các mệnh đề sau tương đương.

(i) Fr+d
I (M) Artin.

(ii) Dãy giảm {Kr+d
n }n∈N dừng.

(iii) Dãy giảm {InFr+d
I (M)}n∈N dừng.

Hơn nữa, nếu d > 0 thì (i), (ii) và (iii) tương đương với

(iv) Fr+d
I (M,N) là minimax.
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6 Kết quả và bàn luận

Trong luận án này, chúng tôi nghiên cứu một số tính chất của môđun

đối đồng điều địa phương hình thức F i
I(M),F i

I,J(M), xây dựng định

nghĩa và nghiên cứu một cách hệ thống các môđun F i
I(M,N). Bên

cạnh đó, để giải quyết các bài toán trên, chúng tôi còn đưa hai công cụ

mới: Định lý Chevalley mở rộng, các hàm tử dẫn xuất phải Ri(DJΓI).

Bước đầu, chúng tôi thu được một số kết quả sau:

1. Xác định số nguyên i lớn nhất sao cho F i
I(M) không Artin.

2. Mô tả tập hữu hạn CoassR(F l
I(M))∩V (I) trong đó l = dimR(M/IM).

3. Các kết quả của môđun đối đồng điều địa phương hình thức F i
I(M)

liên quan đến phạm trù con Serre.

4. Đưa ra các dạng mở rộng Định lý Chevalley cho vành địa phương

đầy đủ.

5. Mối liên hệ giữa tính triệt tiêu của F i
I(M) và sự tương đương của

một số tôpô tuyến tính.

6. Các tính chất của các hàm tử dẫn xuất phải Ri(DJΓI).

7. Chứng minh với mỗi R-môđun M tồn tại dãy khớp dài

. . .−→Hi
J(M)−→Hi

I(M)−→Ri(DJΓI)(M)−→ . . .

27



8. Các tính chất của môđun đối đồng điều địa phương hình thức

F i
I,J(M) trong trường hợp J không tối đại.

9. Định nghĩa môđun đối đồng điều địa phương suy rộng hình thức

F i
I(M,N).

10. Một số tính chất về tính triệt tiêu, tính Artin của F i
I(M,N).

Trong thời gian tới, chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu các vấn đề sau đây

� Tính hữu hạn của tập iđêan nguyên tố đối liên kết của F i
I(M).

� Nghiên cứu về bậc hình thức fgradeI(M).

� Áp dụng các dạng mở rộng định lý Chevalley vào các bài toán so

sánh các tôpô iđêan trên môđun hữu hạn sinh.
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