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MdS dau

Vao nam 2006, mot loai doi dong diéu dia phuong mdi, doi dong dicu
dia phuong hinh thic, duge giéi thiéu béi P. Schenzel. Cho I, J 1a idéan
cua R va M la R-modun. Ta ki hieu C}, 1a phiic Cech ctia R tng véi z =

x1,%2,...,x, trong d6 J = \/(xl,azg, ..., xy)R. Bay gio hé ngugc cac
modun {M/I"M }yen cém sinh hé nguge cac phitc {Cy @ M/I'M }en.
Modun déi dong dieu dia phuong I-hinh thic thi ¢ cia M tng v6i J
duoce ki hiéu bdi }—}’J(M), va dinh nghia nhu sau

Fry (M) := H'(lim(Cy @p M/I'M)).
t

Trong truong hop (R, m) la vanh dia phuong, J = m va M la R-modun
hitu han sinh, modun doéi dong diéu dia phuong hinh thic, duge ki hieu
ngan ngon la F4(M), dang cau véi gidi han ngude ctia cac modun doi

dong dicu dia phuong Grothendieck

Fi(M) = lim H},(M/1'M)
t

Tru6e do, khai niem nay da dua ra dau tién bdi Peskine va Szpiro trong
[14] nham khao sat tinh triéu tieu clia modun doi dong dieu dia phuong
tren vanh chinh quy nhung né khong duge nhiéu nguoi biét dén. Phai
dén khi bai béo [I1] ctia P. Schenzel duge xuat béan, 1y thuyét nay méi
chinh thic duge biét dén va thu hut sy quan tam ciia nhiéu nha toan
hoc. Cu thé, vao nam 2011, trong [1], Asgharzadeh va Divaani-Aazar
da bo sung cac két qua vé modun déi dong dieéu dia phuong hinh thiic
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lien quan dén cac tinh chat hitu han va bac hinh thic. Dac biet, dua
vao bac hinh thitc nhom téac gia da dua ra tiéu chuan vé tinh Cohen-
Macaulay ctia modun trén vanh giao hoan va xay dung mot chan trén
cho chiéu déi dong diéu. Trong [3], Chu dya trén cic cong trinh trén dé
tiép tuc nghién citu vé cau truc va tinh Coartin ciia modun doi dong
diéu dia phuong hinh thitc. Ngoai ra, Chu con khao sat vé modun do6i
dong diéu dia phuong hinh thic thi 0. N6i chung modun doi dong diéu
dia phuong hinh thitc khong hitu han sinh. Trong [12] Yan nghién ctiu
ve tinh Artin clia cdc modun nay.

Xuyén suot luan an, ching toi luon gia st R 1a vanh Note giao hoan
khong tam thuong. Noi dung luan 4n bao gom 6 chuong: trong do
Chuong 1 trinh bay nhitng dinh nghia va dinh 1y quan trong vé modun
doi dong diéu dia phuong Grothendieck va modun doéi dong dicu dia
phuong hinh thic. Cac chuong 2, 3, 4 va 5 trinh bay noi dung chinh
clia luan an. Chuong 6 tong hop cac két qua chinh va dua ra cac ban
luan.

Trong chuong 2, chiing toi nghién citu vé tinh Artin, tap idéan nguyén
t6 doi lien két, tap doi gia va mot s6 két qua lien quan dén pham tru
con Serre ctia modun doi dong dieu dia phuong hinh thiic trén vanh dia
phuong (R, m). Dau tién, chung toi khio sit vé modun doi dong dicu
dia phuong hinh thiic bac cao Fr(M) trong d6 | = dimpM/IM. Day

14 buée quan trong dé gidi quyét van dé sau:

Van dé 1: Xac dinh s6 nguyén i 16n nhat sao cho F¥(M) khong
Artin.

Chiing ta biét rang, v6i M 1a R-modun httu han sinh, modun doi
dong diéu dia phuong bac cao HI™M (A1) luon luon Artin. Tuy nhién,
két qua tuong tu khong ding cho modun doéi dong dieu dia phuong

4



hinh thic. Dé giai quyét Van deé 1, ching téi xét dong cau tu nhien

Pl F{(M) = lim HE, (M/I'M) — Hi,(M/I"M),
t

Dinh 1y [2.1.5 chi ra rang F:(M) la Artin khi va chi khi Kerp!, =
Kerp!, ., voi moi s6 nguyen du 16n n € N. Diéu nay gitp ta xay dung
diéu kien tuong duong dé FH(M) 1a modun Artin. Cho M la R-modun
hitu han sinh sao cho M # IM, ta c6 FL(M) la Artin khi va chi khi
[ > dimp(M/IM) trong d6 M = M/HP(M). Tu do, ta co

dimg(M/IM) = sup{i € Z | Fi(M) khong Artin}

voi M # I M.

Tiép ndi Van de 1, véi t 1a mot s6 nguyen, Asgharzadeh va Divaani-
Aazar trong [I] da ching minh ring néu FH(M) la Artin véi moi i 16n
hon ¢ tht Fi(M)/IFH(M) cing Artin. He qua 1a tap idean nguyen to
d6i lien két

Coassg(FFH(M)) NV (I)
la tap httu han. Luu y, vi ]-"}(M) = 0 nén no6 la modun Artin véi moi

i > dimg(M/IM). Tt day ching toi dit ra va gidi quyét van de sau

Van dé 2: Mo ta tap hitu han Coassg(FLH(M)) NV (1), trong d6
| =dimp(M/IM).

Ngoai ra, trong chuong 2, ching toi con dua ra cac két qua vé modun
doi dong dieu dia phuong hinh thic lien quan dén pham tri1 con Serre.
Noi dung ctia chuong 3 tap trung khao sat tinh triét tiéu va khong
triet ticu ciia modun doéi dong dicu dia phuong hinh thite. Cu thé ching

toi quan tam dén van dé sau
Van dé 3: Tim moi lien hé gitta tinh triet tieu ciia modun Fi(M) va
su tuong duong clia mot s6 topo tuyén tinh.
)



Dong lyc ctia Van dé trén nam 6 két qua sau. Trong [11], P. Schenzel
da ching minh rang trong truong hop R 1a vanh Gorenstein ta c6 dang
cau

Fi(R) = Homp(H; ™" (R), E(R/m)).

Khi d6 FY(R) dang cau véi doi ngau Matlis clia modun doi dong diéu
dia phuong HEME(R). Tinh triet tieu ctia modun HEME(R) duge mieu
ta trong Dinh 1y Lichtenbaum-Hartshorne, mot dinh Iy vo cuing quan
trong trong ly thuyét doi dong diéu dia phuong. Hién c6 it nhat hai
ching minh khac nhau cho Dinh 1y Lichtenbaum-Hartshorne ([4, 3.1],
[14, TIT, 3.1]). Tuy nhién, tat cd ching minh nay déu c6 mot diém
chung, d6 la so sanh sy tuong duong cila mot so6 topo idéan trén vanh
dia phuong day di thong qua Dinh 1y Chevalley. Tt goc nhin nay, ta
thay réng tinh triet tieu ciia FY(R) lien quan dén bai toan so sanh cac
topo tuyén tinh.

Mot trong nhitng bude can thiét dé giai quyét Van dé 3 chinh la mé
rong Dinh 1y Chevalley. Hu6ng mdé rong ciia ching toi dya vao két qua
sau: Cho M la R-modun, xét hai day giam cac R-moédun con cua M,
ki hicu la {Hp}nen va { Ky }bnen, sao cho H, C K,,. Hon nita, gia st
he nguoc {K,/H,}nen thod man diéu kien Mittag-Leffler. Chung toi
chitng minh rang @n K, /H, = 0 khi va chi khi, v6i moi n, ton tai so
nguyen s(n) sao cho K,y € Hy,. Khi do, gidi han nguge lm K,/H,
dong vai tro la diéu kién cho sy tuong duong ctia céc topo tuyén tinh
dinh nghia bdi {H,}nen va {Ky bnen. Luu ¢ rang, khi xét H,, = I"
v Ky = I g (m), ta c6 im K, /H, dang cau véi doi dong dicu dia
phuong hinh thitc cia R

Trong chuong 4, chung toi tap trung khéo sat cac modun doi dong
diéu dia phuong hinh thiic ting véi idéan khong t6i dai. Trong [11], 3.2],



P. Schenzel da chitng minh rang ton tai mot day khép ngan

0 — lim' Y (M/I'M) — F ;(M) — lim Hy (M /I'M) — 0
t t

v6l moi ¢ € Z. Dac biét, néu R 1a vanh dia phuong v6i idéan toi dai m

va J = m, thi ta c6 dang cau

Fi (M) = Jim Hi,(M/ M),
t
trong d6 M 1a R-modun hitu han sinh. Dang luu ¥ rang hau hét céc
cong trinh hién tai vé doéi dong diéu dia phuong hinh thtc déu xoay
quanh truong hop nay. Quan sat day khép ngan trén, ta thay viéc khao
sat f}7 ;(M) trong truong hop J khong toi dai la rat khé khan vi ta
phai hiéu ve 1&12 H'7Y(M/I'M). Do dé, van dé sau duge quan tam

trong Luan an cua ching toi.

Van dé 4: Nghién citu cac tinh chat ctia modun déi dong diéu dia
phuong hinh thic F? 7(M) trong truong hop J khong phai la idéan

t61 dai.

Ky thuat chinh duge chung toi sit dung trong chuong nay la ham tu
bién doi idean. Ching toi nghién ctu va sit dung cac ham tit dan xuat
ctia tich D;I'; dé giai quyét Van dé 4. Cac ham tit RY(DyI'f) gitp
ching ta khéo sat cac dong cau H' (M) — H{(M) thong qua déay khép
dai

. — HY (M) — H{(M) — R (D;T) (M) — ...,

mot trong nhitng két qua chinh ctia chuong 4.

Noi dung chinh ctia chuong 5 la giéi thiéu mot md rong cia khai
niém modun déi dong dieéu dia phuong hinh thiic, ma ching toi goi 1a
modun déi dong dia phuong suy rong hinh thic. Cu thé, cho M, N
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la cac R-modun httu han sinh va I la idéan ciua vanh dia phuong
(R,m). Ta xét hé ngudc cac modun doi dong dieu dia phuong suy
rong {HL (M, N/I'N)}en. Ching toi ki hiéu giéi han nguge clia he
tren la

Fi(M,N) := lim Hy,(M, N/I'N)
t

va goi 1a modun doi dong dicu dia phuong suy rong I-hinh thtc thi 4
clia M va N. Dang chu y rang khai niém nay thuc sy 1a mot mé rong
ctia doi dong diéu dia phuong hinh thic [11]. Trong truong hop dic
biet khi M = R, modun doi dong diéu dia phuong suy rong hinh thic
tring v6i modun doi dong diéu dia phuong hinh thiic goe. Hon nita, néu
Suppg(N) € V(I) thi lim, H!.(M,N/I'N) = H!(M,N). Modun thi
hai trong dang cau trén duge goi la modun déi dong dieu dia phuong

suy rong, duge dua ra dau tién béi J. Herzog [15].

Van dé 5: Khao sat mot cach he théng cac tinh chat cia modun doi

dong diéu dia phuong suy rong hinh thitc FL(M, N).

Trong truong hgp vanh dia phuong (R, m) la vanh thuong ctia vanh

Gorenstein (R, m’), P. Schenzel da xay dung cac dang cau

lim Hy, (M/I'M) 2= Hompg(H}' (M, R), E(R/m))
t

0 day, M dugce xem la R-modun, va E(R/m) ki hiéu cho bao noi xa ctia
truong thang du. He qua, ta thay rang modun déi dong diéu dia phuong
hinh thie FH(M) dang cau véi doi ngau Matlis ctia H]5/ (M, R'). Vi
quan sat nay, Van dé 5 tré nén thu vi vi né6 md rong ca cac khai niem
doi dong dieu dia phuong suy rong va doi dong dieéu dia phuong hinh
thic.



1 Kién thic chuan bi

Trong chuong dau tién ctia luan an, ching toi hé thong lai mot so khai
niém, ky hiéu va két qua can thiét duge sit dung nhiéu trong cac chuong
sau. Cac noi dung ching toi trinh bay gom hai phan. Phan dau ching
toi nhac lai khai niem doi dong dieu dia phuong Grothendieck ciing céc
dinh 1y lien quan. Phan tht hai sé trinh dinh nghia modun déi dong

dieu dia phuong hinh thic ctia Schenzel cung cac két qua quan trong.



2 Mot s6 két qua vé modun
déi dong diéu dia phuong
hinh thic

Trong sudt chuong nay, (R.m) la vanh Note dia phuong giao hoan vdi
don vi khong tam thuong. Tong quat, modun déi dong diéu dia phuong
hinh thtc }—}(M ) khong hitu han sinh. O day, ching t6i nghién cttu tinh
Artin ctia F4(M). Hon nita, ching toi con khéo sat tap idean nguyén
t0 doi lien két ctia F4(M) va dua ra mot s6 két qué lien quan dén pham

tri con Serre. Céc két qua trong muc 2.2 va 2.3 duge cong bo trong [1].

2.1 Tinh Artin

Cho M 1a R-modun hitu han sinh. Cho i € Z va n € N. Ta xét dong
cau tu nhién

Py« Fp(M) = lim Hy (M/I'M) — Hy,(M/1"M).
t

Dat K = Kerp},. Khi d6 {K! },en lap thanh day giam cac modun con
ctia F4(M).

Dinh 1y 2.1.3. Cho M la R-modun hitu han sinh voil = dimM /I M.
Khi dé dong cau

P+ Fr(M) = lim Hy (M/1'M) — Hy (M/I"M)
t
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la toan cau vdi moi n € N. Ddc biét, ta cé dci?ng cau
Fi(M)/K}, = HL(M/I"M)
vdi moi n € N.

Tiép theo ching ta ¢d gang chi ra diéu kien dé FH(M) la modun
Artin. Dat M = M/HY(M) va | = dimM /I M.

Dinh 1y 2.1.5. Cho M la R-modun hiu han sinh. Khi dé Fi(M)
Artin khi va chi khi day gidm cdac modun {K:}nen ding.

Hé qua 2.1.10. Cho M la R-médun hiu han sinh. Gid st ring
M # IM. Khi dé

dimM /IM = sup{i € Z : F+(M) khong Artin}.
Cha ¥ réng, néu M = I'M thi FH(M) la Artin véi moi i € Z. Do d6

sup{i € Z : Fi(M) khong Artin} = oo.

2.2 Tap doi gia, tap idéan nguyén to doi
lien két
Dinh nghia 2.2.1 ([3]). Cho S la tap dong nhan cia R va M la

R-modun. Déi dia phuong ctia M ting v6i S duge dinh nghia la modun
Homp(Rg, M).

Theo [5] ta dinh nghia Cosg(M) cia R-modun M 1a

Cosp(M) = {p € Spec(R) | Homp(Ry, M) # 0}.
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Dinh 1y 2.2.2. Cho M la R-modun hdu han sinh. Khi do

Cosp(F}(M)) C | J Cosg(Hi(M/I"M))
n>0
vdi moi i € Z. Dac biét, néu i > dim(M/IM) vdi M = M/HY(M)

thi ton tar so nguyén ¢ sao cho

Cosn(Fi(M)) = | Cosp(HL(M/1"M)).
n>c
Hé qua 2.2.4. Cho M la R-modun hitu han sinh. Datl = dimM/IM.
Khi dé Cosg(FL(M)) = Suppr(M) NV (I).

Dinh ly 2.2.5. Cho M la R-modun hitu han sinh voil = dimM /I M.
Khi do

Coassg(FHM))NV(I) = {p € Assg(M/IM) | dimR/p = I}.

2.3 Cac pham tru con Serre

Trong su6t muc nay, S ki hiéu cho pham trit con Serre ciia pham trit
cac R-modun, nghia la S déong dudi cac phép lay modun con, modun
thuong va md rong. Hon nita, cho 71,72 1a pham tru con Serre cua

pham tru cac R-modun chita tat ca cac R-modun Artin.

Dinh ly 2.2.3. Cho M wva N la cac R-modun hiu han sinh vdi
Suppr(N) C V(I). Cho t la s6 nguyén khong am sao cho Ft(M) €
Th vdi moii < t va L la modun con ciia FE(M) sao cho Exti(N, L) €
T>. Hon nita, gid st rang Ext}z(R/I,B) € Ty voi moi B € T1. Khi
do Homp(N, Fi(M)/L) € Ts.

Hé qua 2.3.7. Cho M la R-modun hiu han sinh va t 1o s6 nguyén
khong am. Khi dé, cdc ménh dé sau tuong duong.
12



(i) Fy(M) la I-minimaz vdi moi i < t.

(i) FH(M) la I-minimaz va Torf(R/[, Fi(M)) la Artin vdi moi i <
tvaj €z,

(iii) Ton tai so6 nguyén duong t sao cho Fi(M)/0 riony I la I-
minimax vor mot 1 < t.
Hé qud, néu FL(M) la I-minimaz vdi moii < t thi Homg(R/I, FL(M))

la Artin.

Dinh 1y 2.3.9. Cho M, N la cdc modun hiu han sinh vdi Suppp(N) C
V(I). Cho t la s6 nguyén khong am sao cho FH(M) € Ti vdi moi
i >t va L la modun con cia FE(M) sao cho Torf{(N, Fi(M)/L) €
Ts. Hon nita, gid st Torf(R/I,B) € T3 vdi moi B € Ti. Khi do
N®grLeTs.

Hé qua 2.3.12. Cho M la R-modun hitu han sinh va t la s6 nguyén
khong am. Cdac ménh dé sau tuong duong

(i) FYM) la minimaz vdi moi i > t.

(i) Fj(M) la minimaz va Torf'(R/I, Fj(M)) la Artin vdi moi i > t
va j € 7.

(iii) Ton tai s6 nguyén duong n sao cho I"Fi(M) la minimaz vdi

motv i > t.

Hé qud, néu FY(M) la minimaz vdi moi i > t thi Fe(M)/IFL(M)
la Artin.
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3 Do6i dong dieu dia phuong
hinh thdc va su tucong
duong cac topo i1idéan

Trong chuong nay, R ki hiéu cho vanh Note giao hoan. Chtng t6i nghién
citu vé tinh triet tieu va khong triét ctia modun doéi dong dieu dia
phuong hinh thic. Cac két qua nay dude dya trén cac dang md rong
ctia Dinh 1y Chevalley trén vanh dia phuong day du. Céac két qua dat
déu méi va duge cong bo trong [9].

3.1 Cac dang md rong cua Dinh 1y Cheval-
ley

Dau tién, ching toi sé trinh bay mot dinh 1y quan trong sau. Day 1a y

tudng chinh dé ching toi so sanh cac topo idean.

Dinh 1y 3.1.2. Cho M la R-modun. Cho {Hp}nen va {Kp}nen la
hai day giam cdac modun con cua M sao cho H, C K, vdi moi n.
Néu he nguge {K,/H,}nen thod tiéu chuan Mittag-Leffler thi cdc
meénh dé sau tuong duong.

(i) Yim F,/Hy = 0.
(ii) Dong cdu tu nhién @n M/H, — lgnn M/K, la ding cdu.
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(ii) Vdi moi n, ton tai so nguyén s(n) sao cho Kyny € Hn.

Két qua sau day 1a mot phién ban ciia Dinh 1y cho truong hop
M 1a R-modun htu han sinh.

Hé qua 3.1.4. Cho M la R-modun hiu han sinh. Cho {Hy}nen
va {Kp}nen la hai day giam cdc modun con cia M sao cho H, C
K, vdi moi n. Gid st rang ton tei so nguyén n di lon sao cho
Assp(K,/Hy) khong phu thudc vao gia tri n va moi idéan nguyén
to lien két cia K, /H, deu la toi tieu. Dat A* la tap idéan nguyén

to lien két on dinh. Cdc ménh dé sau tuong duong

(i) Im (Kyn ®p Ry/Hn ®p Ry) =0 vdi moi p € A™.

(ii) Vdin bat ky, ton tai so nguyén s(n) sao cho K,y C Hy.
Dinh ly 3.1.6. Cho (R,m) la vanh dia phuong day di va M la
R-modun hiu han sinh. Ki hiéu {Hp}nen va {Kp}nen la hai day
gidm cdc moédun con cia M sao cho H, C K,. Néu hé nguoc

{K,/H,}nen thod man tiéu chuan Mittag-Leffler, thi cic ménh dé
sau tuong duong.

(i) lim K, /H, = 0.
(i1) Nyen Hn = Npen Kn-
(iii) V@i n bat ki, ton tai so nguyén s(n) sao cho Ky € Hy,.

Hé qua 3.1.12. Cho (R,m) la vanh dia phuong day di vdi topo
m-adic. Cho M la R-moédun compact tuyén tinh nia roi rac. Cho
{U;}ier 1o co sd lan can tai khong diém cia M chita cdc modun
con. Gid st rang {V;}jey la ho cic modun con cia M sao cho
ﬂjejVj = 0 vdi moi cap V;,Vy, ton tai V; sao cho V; CV;NVy. Khi
dé vdi moii € I, ton tai j(i) € J sao cho Vi C Ui
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3.2 Do6i dong dieu dia phuong hinh thic

va day loc chiéu

Dinh 1y 3.2.1. Cho I la idéan cua R va M la R-modun hiu han
sinh. Cdc meénh dé sau la tuong duong.

(i) F7(M) = 0.
(ii) dimR/(IR,p) > 0 vdi moi p € Assp(M).

(i) Vdi moin, ton tai s6 nguyén s(n) sao I*™M =3y (m) C I"M.

Nhan xét 3.2.2. (i) Theo dinh 1y trén, modun do6i dong dieu dia
phuong hinh thiic thit 0 triét tieu khi va chi khi topo tuyén tinh cam
sinh boi {I"M :p; (m)}pen tuong duong véi topo I-adic trén modun
httu han sinh M.

(i) O day, ta ¢6 goc nhin khéc vé modun I"M :p; (m). Vi méi so
tu nhien n, modun I"M :p; (m)/I"M chinh 1a modun con 16n nhat
clia modun M /1" M sao cho n6 c6 chiéu nhé hon bang 0. That vay,
vl N la modun con cia M chia I"M sao cho dimN/I"M < 0. Khi
d6 N/I"M 1a modun m-xoan. Tic la véi moi x € N ton tai o tu
nhién s sao cho m*z C I"M, noi cach khac x € I"M :3; (m). Do do
N C I"M 3 (m).

Phan (ii) trong nhan xét [3.2.2) dan ta dén khai niém loc chicu dugc
nghia béi Schenzel (xem [10]).

Bay gio, cho [ la idéan ctia vanh dia phuong (R,m). Dat d :=
dimg(M/IM). Luu ¥ rang dimg(M/I"M) = d v6i moi s6 ty nhien
n. Khi d6, v6i moi n va 0 < i < d, ta dat MZ.I’n 1A modun con chiia

I"M cua M sao cho MZ.I’n/I”M 1a modun con 16n nhat cia M/I"M

16



sao cho dimp(M;" /1"M) < i. D& dang thay {M"/I" M }o<i<q 1a day
loc chiéu ctia modun thuong M /I M.

Dinh 1y 3.2.4. Cho I la idéan cua R va M la R-modun hiu han
sinh. Dt d := dimp(M/IM). Gid s 0 <t < d la s6 nguyén nhé
nhat sao cho topo tuyén tinh cdm sinh bdi {Mtf’n}neN khong tuong
duong vdi topo I-adic. Khi do Ft(M) # 0.

17



4 D61 dong dieu dia phuong
hinh thdc tng véi idéan
khong t6i dai

Noi dung chinh ctua chuong nay xoay quanh bai toan khao sat cac
modun }"}"J(M) trong truong hop J khong la idéan toi dai. Trong qua
trinh gidi quyét van dé trén, ching toi tim dude mot ki thuat maéi ve
d6i dong dieu dia phuong. D6 1a st dung cac ham tit dan xuat phai cla
tich bién doi idean Dy va ham ti xoan I';. Mot phan két qua trong

chuong nay duge cong bo trong [§].
4.1 Bién do6i idéan va doi dong dieu dia
phuong

Dinh 1y 4.1.3. Cho I,J la cdc idéan cia R va i la s6 nguyén.
Khi dé ham ti dan zuat phdi RY(D;T;) tuong duong tu nhién vdi
lim lim Extl(J™/I"J™ 0). Do dé, ton tai dang ciu

R'(DT1)(M) & lim ling Extip(J™ /T"J™, M)
n m

vdi motr R-modun M.

Dinh 1y 4.1.7. Cho I,J la cdc idéan cua R, va M la R-modun.

18



Dt
s = sup{dimp M, : p ¢ V(J)}.
Khi d6 R (D T'1)(M) =0 vdi moi i > s.

B6 dé 4.1.8. Cho I,J la cic idéan ctia R. Cho x € R la phan ti
chinh quy J-loc ciia R-modun M. Khi dé ton tai day khdp dai

... — RY(D T ) (M) R (DT 1) (M) — RY(D L) (M/xM) —s . ..

Dinh 1y 4.1.9. Cho M la R-modun. Khi do, vdit > 0, cac ménh
dé sau tuong duong.

(i) R(D T ) (M) =0 vdi moi i < t.

(i) HY(M) la J-zoan vdi moi i < t.

Néu M la modun hitu han sinh thi (i) va (ii) tuong duong vdi
(iii) I chita M-day chinh quy J-loc c6 do dazi t.

Dinh ly 4.1.9. Cho I,J la cdc idéan cia R. Khi dé, vdi moi R-
modun M, ton tai day khdp dai
o= HY(M) — Hir (M) — R{(D;T) (M) — ...

Hé qua 4.1.13. Cho I,J la cdc idéan cua R. Cho M la R-modun.
Dt s = sup{dimp M, : p & V(J)}. Khi d6 H,(M) = Hj (M) vdi
mot i > s+ 1 va H§+1(M) — Hf;}(M) la toan cdu.

Dinh 1y 4.1.15. Cho (R,m) la vanh dia phuong va I la idéan ciia
R. Cho M la R-modun hitu han sinh. Khi do, voi t > 0, cdc ménh
déu sau tuong duong.

(i) RY(DuI'1)(M) =0 vdi moi i < t.
(i) HY(M) la Artin vdi moi i < t.
(iii) I chita M-day chinh quy m-loc c6 do dai t.
19



4.2 D6i dong dieu dia phuong hinh thic
tht 0

Meénh dé 4.2.1. Cho M la R-modun. Khi do

Fp (M) 2= Jim Hj(M/I'M).
t

Dinh ly 4.2.3. Cho M la R-modun hitu han sinh. Gid si R day
di trong topo I-adic. Khi do ton tai diang ciu

FL (M) = ((I'M :ar ().
teN

Hé qua 4.2.4. Cho M la R-modun hiu han sinh. Gid st R la day
di I-adic. Khi dé cdc ménh dé sau tuong duong.

(i) F7 ;(M) =0.
(i) Vi moi idéan nguyén to p € Assp(M), ta ¢6 J™ € I +p vdi
moi s0 nguyén m.
Hon nita, néu (R,m) la vanh dja phuong day di th (i) va (i1)

tuong duong vadi

(i) Vdi moi t, ton tai s6 nguyeén s(t) sao cho IOM =y (J) C I'M.

4.3 Cac dang cau va day khép

Ta bat dau muc nay bang nhan xét sau ve do sau loc.

Hé qua 4.3.3. Cho (R, m) la vanh Note dia phuong. Cho I,J la cdc
idéan cua R va M la R modun hitu han sinh. Khi dé f-depth (M /1" M)
mang gid try on dinh vdi n di lon. Ta ki hiéu gid try on dinh nay la
f-depth’; (I, M).
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Hé qua 4.3.4. Cho (R,m) la vanh Note dia phuong. Cho I,J la

cac idéan cia R va M la R modun hadu han sinh. Khi do

Fr.5(M) = lim Hy(M/I'M)
t

vdi moi i < f-depth’;(1, M).

Dinh ly 4.3.14. Cho M la R-modun hiu han sinh. Cho I,J la cac
idéan cia R. Chon x € R la phan ti chinh quy J-loc ciia M/I"M
vdi moi n di lon. Khi dé ton tai day khdp dai

0 — A0y 2) — FP (M) — F} (M)
— F?,J(M/ZL“M) — ffl,J(M) = ]:II,J(M)
— Fi(M/zM) —

4.4 Tinh triét tiéu

Meénh dé 4.4.1. Cho M la R-médun hiu han sinh. Khi dé Ft (M) =
0 vdi moi i > dimM /IM.

Dinh 1y 4.4.4. Cho M la R-modun hitu han sinh. Dat d = dim(M/IM).
Khi dé cic ménh dé sau la tuong duong.

(i) Ff ;(M) = 0.

(ii) Vi moi idéan nguyén to P € ASSE(]/W\/I]\?), sao cho dimR/P =
d, ta ¢é diimR/(IR + P) > 0.
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5 DOo6i dong dieu dia phuong
suy rong hinh thitc

Trong chuong nay, (R, m) ki hiéu cho vanh Note dia phuong giao hoan
v6i don vi khac khong. Chung toi gi6i thiéu mot mé rong cua khai niém
modun doéi dong dieu dia phuong hinh thitc, ma ching toi goi 1a modun

do6i dong dia phuong suy rong hinh thic.

5.1 Dinh nghia va cac tinh chit co ban

Cho I, J la céc idéan cua vanh dia phuong Note (R, m). Gia st rang
= \/(xl, ..., zy)R. Ki hicu C; la phitic Cech ctia vanh R tng véi
= 21,...,2.. Néu M la R-modun hitu han sinh thi ton tai phép

18

gidl ty do Fe ctia M sao cho cac R-modun ty do Fj(z = 0,1,...) déu
hitu han sinh. V6i moi R-modun N, ta c6 song phiic C** = {CP?1} vdi
CP1 = Homp(F,, C% @p N). Khi d6 ta xay dung duge phite toan phan
Tot(C**®) cua song phitc C** = {CP?} dinh nghia bdi

Tot(C**)' = @ CM= & Homp(F,CL®pN).
ptqg=t ptg=t

Bay ¢io hé nguge cac modun {N/I'N }en cam sinh hé nguge cac phiic

toan phan {Tot(Cp*) }ten trong do6

Tot(Cs®)' = @© Homp(F,, C? @ N/I'N).
p+q=t -
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Dinh nghia 5.1.1. Cho M la R-mo6dun hitu han sinh va N la R-
modun tuy y. Modun déi dong dieu dia phuong suy rong I-hinh thic
thi i, }‘} 7(M,N), cia M va N ting véi idéan J dugce dinh nghia bdi

F1(M,N) = H'(lim Tot(C}*)).

Trong truong hop J = m, Ft (M, N) dudc goi la modun doi dong dieu
dia phuong suy rong I-hinh thtc va ki hiéu ngan gon la f}(M, N).

Néu M = R thi modun do6i dong dieu dia phuong suy rong I-hinh
thiic thit ¢ tring véi modun doi dong diéu I-hinh thite (Xem [11]).

Dinh ly 5.1.2. Cho M la R-modun hitu han sinh va N la R-modun

tuy y. Ton tai diay khdp ngdn cdc modun va cdic dong cau

0 — lim' B (M, N/I'N) — F} (M, N) — lim Hy (M, N/I'N) — 0
t t

v6i moi i € Z. Trong truong hop J = m va N hitu han sinh, day

khdp trén cdm sinh dang cau
F1(M, N) = lim Hy, (M, N/I'N)
t
vdi Mot $O nguyén 1.

Dinh 1y 5.1.8. Cho 0 - A — B — C — 0 la day khdp ngan cdc
R-modun htu sinh. Voi M la R-modun httu han sinh va I la idéan

cua vanh R, ta co day khop dai

o FYM,A) — FY(M,B) — F{(M,C) — ...
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5.2 Tinh triét tiéu ciia médun dbi dong
diéu dia phuong suy rong hinh thic

Trong muc nay, ching ta nghién citu tinh triét tiéu clia cac modun doi

dong dicu dia phuong suy rong hinh thic.

Meénh dé 5.2.1. Cho M, N la cic R-modun hiu han sinh vdi r =
pdM < oo vad=dimN/IN. Khi d6 F{(M,N) = 0 vdi moii > r+d.

Dinh ly 5.2.4. Cho M, N la cic R-modun hiu han sinh sao cho
pdM < co. Khi dé6 F{(M,N) =0 vdi moi i < fgrade;(N).

Dinh nghia 5.2.5. Cho M, N la cac R-modun hiu han sinh va I
la idéan cua R. Chieéu ddi dong dieu dia phuong suy rong hinh thric
fed; (M, N) duge dinh nghia nhu sau

fcdy(M, N) = sup{i € Z : F{(M,N) # 0}.

Bac hinh thic fgrade;(M, N) ctia hai modun M, N tng véi idéan [ la

s0 nguyen xac dinh bdi
fgrade; (M, N) = inf{i € Z : Fi(M,N) # 0},

Dinh ly 5.2.8. Cho M, N, L la cac R-modun hitu han sinh sao cho
pdM < oo va SupprL C SupppN. Khi do fedp(M, L) < fed;(M, N).

5.3 Tinh Artin ciia médun doi dong diéu
dia phuong suy rong hinh thic
Noi dung chinh ctia muc nay trinh bay cac két qua ve tinh Artin cta

modun déi dong dieu dia phuong suy rong hinh thiic.
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Dinh ly 5.3.2. Cho M, N la cac R-modun hitu han sinh sao cho
pdM < oco. Cho t la s6 nguyén sao cho Fi(M,N) Artin vdi moi
i >t va L la R-modun hiu han sinh sao cho I C Anng(L). Khi do
FUM,N)@g L Artin.

Dinh 1y 5.3.4. Cho M, N la cac modun hiu han sinh sao cho
pdM < oo. Cho t la mot so nguyén tuy 3. Cdc ménh dé sau tuong
duong.

(i) F4 (M, N) Artin vdi moi i > t.
(ii) FH(M, N) I-on dinh vdi moii > t.

(iii) F4(M, N) biéu dién dugc vdi moii > t.

(iv) I C \/Anan;‘(M, N) vdi moi i > t.

5.4 Modun doi dong diéu dia phuong
suy rong hinh thidc bac cao
Cho M, N la cac R-modun httu han sinh v6i r = pdM < oo va d =
dimN/IN. Cho i € Z va n € N. Chang ta xét cac dong cau tu nhién
Py - Fi(M, N) = lim Hy (M, N/I'N) — Hy, (M, N/I"N).
t

Dit K! = Kerp’. Ta c¢6 {K!}pen la day gidm cac modun con ciia
FUM,N).

Dinh 1y 5.4.2. Cho M, N cdic R-modun hiu han sinh voi r =
pdM < oo va d = dimN/IN. Khi dé ta cé ding ciu

Fy UM, N) K 2 Hy (M, N/I'N)

vdir mot n € N.
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Hé qua 5.4.4. Cho M, N la cic R-modun hitu han sinh vdi r =
pdM < 0o vi d = dimN/IN > 0. Néu F; (M, N) khdc khong thi

noé khong hitu han sinh.

Dinh ly 5.4.6. Cho M, N la cac R-modun hiu han sinh vdi r =
pdM < oo va d = dimN/IN. Cdc ménh dé sau tuong duong.

(i) Fyr4(M) Artin.
(ii) Day giam {K"T%, cn ding.

(iii) Day giam {I"]:}'+d(M)}n€N ding.
Hon nita, néu d > 0 thi (1), (i) va (iii) tuong duong vdi

(iv) FrH(M, N) la minimaz,

26



6

Két qua va ban luan

Trong luan an nay, ching toi nghién citu mot s6 tinh chat clia modun
doi dong diéu dia phuong hinh thic FH(M), Fi (M), xay dung dinh

nghia va nghién cttu mot céch hé théng cac modun FL(M, N). Beén

canh do, de giai quyet cac bai toan trén, ching toi con dua hai cong cu

mdi: Dinh Iy Chevalley md rong, cac ham tit dan xuat phai RY(DT';).

Budc dau, chung toi thu duge mot s6 két qua sau:

1.

Xac dinh s6 nguyen ¢ 16n nhat sao cho F¥(M) khong Artin.
Mo té tap hitu han Coassg(FL(M))NV (I) trong d6 I = dimg(M/IM).

Céc két qué ctia modun doi dong dieu dia phuong hinh thiic Fi(M)

lien quan dén pham trit con Serre.

. Dua ra cac dang mdé rong Dinh 1y Chevalley cho vanh dia phuong

day du.

. M6i lien he gitta tinh triet tieu ctia FH(M) va su tuong duong clia

mot so topo tuyén tinh.
Cac tinh chat clia cac ham tit dan xuat phai RY(D;Ty).
Chitng minh v6i méi R-modun M ton tai day khdp dai

. — HY (M) — H{ (M) — RY(DjT)(M) — . ..
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8. Cac tinh chat ciia modun doi dong dieu dia phuong hinh thiic
Fi (M) trong truong hop J khong t6i dai.

9. Dinh nghia modun do6i dong dieu dia phuong suy rong hinh thiic
FUM,N).

10. Mot s6 tinh chat vé tinh triet tieu, tinh Artin ctia Fi(M, N).
Trong thoi gian t6i, ching toi sé tiép tuc nghién ciu cac van deé sau day
e Tinh hitu han ctia tap idean nguyen t6 doi lien két ctia FH(M).

e Nghién cttu vé bac hinh thic fgrade;(M).

e Ap dung céc dang mé rong dinh 1y Chevalley vio cdc bai todan so

sanh cac topo idéan trén modun hiu han sinh.
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